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摘要 : 世界上普遍存在着分形 ( Fractal)规律. 分形可以是形态、功能和信息方面的自相似性 ,而且相似性是有层次级别

的. 本文提出了量化因子和比例因子的分形因数 F ,把分形规律应用到模糊控制中去 . 用 Matlab 对其进行建模仿真 ,并和

PID 控制、传统模糊控制进行比较 ,结果表明加入分形因数 F以后改善了控制精度.

关键词 : 分形 ;分形因数 ;模糊控制

中图分类号 : TP 273. 4 　　　　　文献标识码 :A 　　　　　文章编号 :043820479 (2005) Sup20233203

　　分形 Fractal 这个术语来源于拉丁文 Fract us ,包

含了英文的 Fract ured (断裂)和 Fractional (碎片、分数

的)双重意义. 分形在数学上表现为内齐次性 ,在通常

的几何变换下 ,分形具有不变性 ,成为分形几何学. 后

来由于科学研究的需要和来自信息论、控制论和系统

论的巨大冲击 ,在自相似的概念中逐渐加入了功能和

信息的意义 ,也可称之为广义分形. 由于涉及到生物

学、医学、化学、物理学和哲学领域的几乎所有的方方

面面 ,于是把研究分形性质及其应用的科学成为分形

理论 ,把构成分形整体的相对独立部分称为分形元

( Fractal unit) [ 1 ] .

分形可以同时具有形态、功能和信息三方面的自

相似性 ,也可以只具有其中某方面的自相似性 ;可以是

绝对的或统计意义上的相似. 分形的相似性是有层次

级别的. 本文用分形的嵌套构造实施多级模糊控制. 由

于自相似的应用 ,使隶属函数、语言变量及控制规则可

以归一化合并使用 ,因而实施容易 ,又可以提高控制精

度.

1 　预备知识

1 . 1 　科契 ( Koch)曲线
把一条线段三等分 ,以中间三分之一线段为底 ,向

上作等边三角形 ,然后去掉该底 (保留端点) ,由此得到

图 1 (a) ,再在此基础上每边以同样方式变形 ,得到图 1

(b) . 经过五次变形后得到图 1 (c) .

Koch 曲线具有严格意义下的自相似 ,即局部经过

相似放大 (沿各个方向的放大率均相同) 后与整体重

合 ,反映了局部与整体间的某种意义下的对称性.

1 . 2 　Sierpinski 三角形
把一个正方形四等分成 4 个正方形 ,并把右上角

的正方形拿掉 ,再在此基础上进行层层变形 ,过程如图

2 所示. 经过 11 次变形后得到图 2 右上角所示的图

形.

　　图 1 　Koch 曲线

　　Fig. 1 　Koch curve

1 . 3 　模糊控制
一般二维模糊控制器的控制规则可写成下列条件

语句形式[2 ] ,即

if E = A i 　t hen if CE = B j

　t hen U = Cij ( i = 1 ,2 , ⋯, m ; j = 1 ,2 , ⋯, n)

其中 A i 、B j 、Cij 是定义在误差、误差变化和控制量论域

X、Y、Z 上的模糊集.

上述模糊条件语句最终可以用一个模糊关系 R 来

描述 ,即

R = Y
i ; j

A i ×B j ×Cij .

R 的隶属函数为

μR ( x , y , z) = ∨
i = m; j = n

i = 1 ; j = 1
μA i

( x) ∧μB j
( y)μCij

( z) ,
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　图 2 　Sierpinski 三角形

　Fig. 2 　Sierpinski t riangle

式中 x ∈ X , y ∈Y , z ∈ Z.

当误差、误差变化分别取模糊集 A 、B 时 ,输出的

控制量 U 根据模糊推理合成规则可得为 U = ( A ×B)

·B .

U 的隶属函数为

μU ( z) = ∨
x ∈X
y ∈Y

μR ( x , y , z) ∧μA ( x)μB ( y) .

设论域 X = { x1 , x2 , ⋯, x n} , Y = { y1 , y2 , ⋯,

y m } , Z = { z1 , z2 , ⋯, z l } ,则 X、Y、Z上的模糊集分别为

一个 n、m 和 l 元的模糊向量 ,而描述控制规则的模糊

关系 R 为一个 n ×m 行 l 列的矩阵.

根据采样得到的误差 x i 、误差变化 y j ,可以计算出

相应的控制量变化 uij ,对所有 X、Y 中元素的所有组合

全部计算出相应的控制量变化值 , 可写成矩阵

( uij ) n×m . 将这个矩阵制成表 ,成为查询表 ,也称为控制

表. 查询表可以由计算机事先离线计算好 , 存于内存

中. 实时控制过程中 ,根据模糊量化后的误差值及误差

变化值 ,直接查找查询表以获得控制量的变化值 uij ,

uij 再乘以比例因子 Ku 即可作为输出去控制被控对

象.

2 　与分形相结合的模糊控制

2 . 1 　加入分形因数 F的模糊控制
如图 3 所示 ,其中 K1、K2 为输入变量论域变换时

的量化因子 ; K3 为输出变量 (控制量) 论域变换时的

比例因子 ; E、I E 为输入变量 ,U 为输出变量. 图 4 为输

入变量 E、I E 在物理论域上的定义 ,表现为 3 个自相似

的层次. 第一、二、三层次的分形因数 F 分别为 1、1/ 3、

1/ 9 . 在第一层次中 ,当 E 进入中心语言变量 ZR 范围 ,

即将 F从 1 切换到 1/ 3 进入第二层次. 在第二层次中 ,

当 E 进入中心语言变量 ZR1 范围 ,即将 F从 1/ 3 切换

到 1/ 9 ,依次递进构成了多层次控制. 控制量 U 的处理

则按 K3/ F. E、I E 和 u 同步切换 F ,使闭环控制的总的

量级保持不变. 要注意的是 ,当输入量 E、I E 进入中心

变量区域时切换 F 使层次递进一层 ;当输出量 U 进入

中心变量时 F 切换使层次递退一层.

最简单的 If ⋯t hen 规则的形式是 :“如果 x 是 A ,

　　图 3 　带分形因数 F的模糊控制

　　Fig. 3 　Fuzzy control with f ractal factor

则 y是 B . ”复合型的 If ⋯t hen 规则的形式很多 ,例如 :

“If m是 A 且 x 是B t hen y 是 C ,否则 z 是 D”;“If m是

A 或 x 是 B t hen y 是 C 或 z 是 D”. 解释 if ⋯t hen 规则

包括以下 3 个过程[3 ] :

(1) 输入模糊化

确定出 If ⋯t hen 规则前提中每个命题或断言为真

的程度 (即隶属度) .

(2) 应用模糊算子

如果规则的前提有几部分 ,则利用模糊算子可以

确定出整个前提为真的程度 ,即整个前提的隶属度.

(3) 应用蕴含算子

由前提的隶属度和蕴含算子 ,可以确定出结论为

真的程度 ,即结论的隶属度. 由此定义模糊规则如表 1

所示. 其中 E、I E为输入变量 ,表中数据为输出变量 U .

表 1 　模糊规则

Tab. 1 　Rules of fuzzy control

I E
E

NB NS ZR PS PB

NB PB PB PS PS ZR

NS PS PS PS ZR ZR

ZR PS ZR ZR NS NS

PS PS ZR ZR NS NS

PB ZR ZR NS NS NB

　 　图 4 　输入变量 E的模糊定义及层次分形

　 　Fig. 4 　Fuzzy define and f ractal of variable E
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　图 5 　仿真结果

(a) PID 控制的阶跃响应曲线 , (b) 模糊控制的阶跃响应曲线 , (c) 经过一次分形的模糊控制的阶跃响应曲线

　Fig. 5 　Simulation results

3 　仿真比较

许多工业控制过程都可以等效成二阶环节. 因此 ,

我们取一个典型二阶环节 ,分别对它进行 PID 控制、模

糊控制和加入分形因数 F 的模糊控制 ,通过它们的仿

真比较 ,来研究与分形相结合的模糊控制算法的优劣.

取典型二阶环节 G( s) =
20e0 . 02s

1 . 6s2 + 4 . 4s + 1
, 并假

设系统控制执行机构具有 0 . 07 的死区和 0 . 7 的饱和

区 ,采样时间间隔 T = 0 . 01 . 输入为 E 和 I E ,输出为

U .

3 . 1 　PID 控制的仿真
在 PID 控制的仿真过程中 ,经过仔细选择 ,取 Kp

= 5 , Ki = 0 . 1 , Kd = 0 . 001 ,得到图 5 (a) 所示的阶跃

响应曲线.
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3 . 2 　模糊控制的仿真
建立如图 4 第一层次所示的隶属度函数 ,仿真结

果如图 5 (b)所示.

3 . 3 　与分形相结合的模糊控制
在模糊控制的基础上对其进行一次分形 ,建立如

图 4 第一层次和第二层次相结合的隶属度函数. 仿真

结果如图 5 (c)所示.

4 　结　论

对 PID 控制、模糊控制和与分形相结合的模糊控

制的仿真结果进行比较 ,可以看出加入分形因数 F 以

后提高了控制精度 ,但是并不代表层次越多控制效果

越好. 在本文所给的例子中 ,如果进行二次以上层次分

形 ,控制效果反而更差. 因此如何掌握分形的层次 ,根

据不同的系统和隶属度函数而改变.
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