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摘要: 考虑分数阶 Endolymph 微分方程,证明了其解的存在性与惟一性. 利用拉普拉斯变换及其逆变换求出了用格林

函数表示分数阶 Endolymph 微分方程的解析解. 作者提出一种计算有效的方法, 即预估-校正方法, 可求出它的数值解.

最后给出了数值例子来说明这个预估-校正方法是模拟分数阶 Endo lymph 微分方程解性态的计算有效的方法.这个数值

技巧可以应用于模拟其它分数阶的常微分方程.
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  在医学上, 前庭器官是一个平衡感应器, 它由颞骨

远端的骨小管与腔性结构组成,称之为骨迷路,在其内

是由膜性组织形成的膜迷路,它是前庭器官的功能部

分.膜迷路主要有耳蜗、三个半规管及两个大的腔: 椭

圆囊和球囊组成 [ 1] .三个半规管分别是前半规管、后半

规管和水平半规管, 它们分布在三个成直角的平面上,

每个半规管的末端都有一膨大部分形成壶腹,半规管

内充满一种粘性液体 内淋巴液, 壶腹内有一与内

淋巴液密度一致的胶质性的隔,称之为壶腹嵴.当头突

然旋转时,由于内淋巴液的惯性作用,它的运动将晚于

半规管本身的运动, 即半规管随头部运动开始旋转时,

内淋巴液仍是静止的, 这样形成了内淋巴液的相对运

动,这种相对流动持续几秒钟,其方向与头部旋转方向

相反,数秒钟后这种液体的相对运动激活半规管内的

受体,然后人体(大脑)便收到这种加速度的刺激; 当旋

转突然停止时, 发生相反的效应,即半规管突然停止运

动时,内淋巴液在惯性作用下继续运动,半规管内的受

体从相反的方向上被激活,随后大脑便接收到这一信

息[ 1] . 我们主要的工作就是研究这种现象的数学模型

并获得这种运动方程的一些解题技巧.

关于半规管内的淋巴液对于角加速度的反应, 比

较热门的模型还是 Wilhelm Steinhausen提出的方程

形式:

Hd + B
J
Hc+ K

J
H= - A( t ) ,

这里H, Hc和Hd分别表示内淋巴相对于导管的平均

角度转位、平均速度和平均加速度, 系数 J 是惯性项

内淋巴的质量和分布, 阻尼系数 B 记为粘性力对

于内淋巴平均角速度的扭矩的比率, K 表示壶腹嵴内

液体的稠密性.

在近几年, 在数学模型中利用分数阶的微分和积

分算子已相当普遍.象 De Vries [ 2] 假定的那样,基于半

规管的兼具黏着性与伸缩性的本质特性, 因此当内淋

巴液做相对运动时会受到胶状层里粘力的阻扰. 所有

以前的工作大都忽略了这些力的存在. 我们知道分数

阶导数是一个有力的工具来模仿这种带有阻尼物资的

系统,用分数阶导数模型来表示这种阻尼特性在文献

[ 3] 已经提到,但是它只给出了分数阶为 1/ 2的情况,

即分数阶 Endo lymph微分方程
[ 3]
:

D
2
tx ( t ) + aD tx ( t) + bD

1/ 2
t x ( t) + cx ( t ) = - A( t) ,

 0 < t < T (1)

其中 a、b、c分别表示常数项系数, - A( t) 表示角形加

速度,线性算子 D
1/ 2
t 被定义为:

D
1/ 2
t x ( t ) =

1
#( 1/ 2)

d
dtQ

T

0

x ( u)
( t - u)

1/ 2 du (2)

方程(1) 的精确解在参考文献[ 3] 中已给出. 在这篇文

章中,我们考虑分数阶 Endolymph 微分方程的一般形

式:

D
2
tx ( t ) + aD tx ( t) + bD

B
tx ( t) + cx ( t ) = - A( t) ,

 0 < t < T (3)

及初值条件:

x (0) = x
( 0)
0 , xc(0) = x

( 1)
0 (4)

这里 D
B
t 是 Riemann-Liouv il le的分数阶导数, 且 0 < B

< 1.

定义  (Riemann-Liouville 定义的分数阶导



数)
[ 4]
:

  aD
p
t f ( t) =

dn

dt n
1

#( n - p )Q
t

a

f (S)
( t - S) p- n+ 1 dS,

 0 [ n - 1 < p < n,

d
n
f

dt
n , p = n I N

(5)

类似的 Riemann-Liouville定义的分数阶积分为:

  0D
- p
t f ( t ) =

1
#( p )Q

t

0
( t- S) p- 1

f (S)dS, p > 0 (6)

首先证明分数阶 Endo lymph 微分方程的一般形

式解的存在性与惟一性, 导出分数阶 Endo lymph微分

方程一般形式的解析解, 并提出一种计算有效的方法,

即预估- 校正方法,可求出它的数值解,最后给出数值

例子给以验证.

1  分数阶 Endolymph微分方程的解析

解

为求分数阶 Endolymph微分方程( 3) 及初值条件

( 4) 的解析解,首先要证明它的解的存在性与惟一性.

下面先看两个引理.

引理 1  如果 f ( t) I L 1(0, T ) ,那么方程:

yd( t ) = f ( t ) (7)

有惟一的解 y ( t) I L 1( 0, T ) ,且满足初值条件:

y( 0) = y
( 0)
0 , yc(0) = y

( 1)
0 (8)

对于分数阶 Endolymph微分方程:

D
2
tx ( t ) + aD tx ( t ) + bD

B
tx ( t) + cx ( t ) = - A( t) ,

 0 < t < T (9)

及初值条件:

x (0) = x
( 0)
0 , xc(0) = x

( 1)
0 (10)

这里 a、b、c是不为零的常数, - A( t ) I L 1( 0, T ) , 即:

Q
T

0
- A( t) dt < ] .

为了简单起见,以下假设当 t > T 时, - A( t) S 0.

定理1  如果- A( t ) I L 1(0, T ) ,那么方程(9) 有

惟一解 x ( t ) I L1 (0, T ) ,且满足初值条件(10) .

证明  首先假设方程(1) 及初值条件(2) 有一个

解 x ( t ) ,且可记为:

D
2
tx ( t ) = U( t) (11)

这里:

U( t) = - A( t) - aD tx ( t) - bD
B
tx ( t ) - cx ( t) .

利用引理 1可得:

x ( t) = D
- 2
t U( t ) = Q

T

0
( t - S) U( S)dS (12)

将方程(11) 代入到方程(9) 得到

U( t) + aD t (D
- 2
t U( t) ) + bD

B
t (D

- 2
t U( t ) ) +

 cD - 2
t U( t) = - A( t ) (13)

因为 0 < B< 1,所以式(12) 又可以化为:

U( t) + aD
- 1
t U( t) + bD

B- 2
t U( t) + cD

- 2
t U( t) =

 - A( t ) ,

即:

U( t) + aQ
t

0
U(S)dS+

 b 1
#(2 - B)Q

t

0
( t - S)

1- B
U( S)dS+

 cQ
t

0
( t - S) U(S)dS= - A( t ) .

由此得到函数 U( t ) 的第二类 Volterra积分方程:

U( t) +Q
t

0
*( t, S) U( S)dS= - A( t) (14)

这里:

*( t, S) = a + b
( t - S)

1- B

#(2 - A)
+ c( t - S) .

此时核函数 *( t, S) 可以写成弱奇异核函数的形式:

*( t, S) = **
( t , S)

( t- S) 1- L (15)

这里当0 [ t < T , 0 [ S< T , 0 < B< 1时, **
( t , S)

是连续的,且 L= min 2, 1 - B . 显然, 0 < L< 1. 由文

献[ 5] 可知, 具有弱奇异核函数(14) 及右端项 - A( t)

I L1 (0, T ) 的方程(9) 及其初值条件(10) 有惟一解

U( t) I L 1( 0, T ) .因此由引理1可以得到问题(9) 及其

初值条件(10) 有惟一解 x ( t ) I L 1( 0, T ) ,同时这解可

用公式(11) 来决定.即定理 1得证.

分数阶Endo lymph微分方程( 1) 的精确解在文献

[ 3] 中已经提出, 下面用另一种方法来求分数阶

Endolymph 微分方程的一般形式( 3) 及初值条件(4)

的解析解.这种方法就是利用常系数四项分数阶微分

方程的格林函数 [ 1] 来表示它的解析解, 类似于沈和

刘[ 6] 求解分数阶 Bag ley-T orvik 方程的解析解.

对方程(3) 进行拉普拉斯变换,由 L( D
B
tx ( t) ) =

s
B
X
_

( s) 得:

s
2
X
_

( s) + as X
_

( s) + bs
B
X
_

( s) + c X
_

( s) = - A
_

( s)

(16)

得:

X
_

( s) =
- A

_

( s)
s
2
+ as + bs

B
+ c

(17)

令g4 ( s) =
1

s
2
+ as + bs

B
+ c

, g4 ( s) 又可以被写成如下

形式:

g4( s) =
1

s
2
+ as

1

1 + bs
B
+ c

s
2
+ as

=

 s
- 1

s + a
1

1+ bs
B- 1

+ cs
- 1

s + a

=
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 E
]

m= 0
(- 1)

m s
- 1

( s + a)
m+ 1( bs

B- 1
+ cs

- 1
)
m
=

 E
]

m= 0

(- 1) m s
- 1

( s + a)
m+ 1 E

m

k = 0

m

k
b
k
c
m- k
s
Bk- m

=

 E
]

m= 0
(- 1)

m
c
m E

m

k= 0

m

k

b
c

k
s
Bk- m- 1

( s + a)
m+ 1 (18)

基于拉普拉斯变换的一般展开定理
[ 7]
, 逐项求拉

普拉斯的逆变换,可以得到公式(18) 的拉普拉斯逆变

换:

G4( t ) = E
]

m= 0

1
m!

(- c)
m

 E
m

k= 0

mk
b
c

k

t
2( m+ 1)- Bk- 1

E
( m)
1, 2+ m- Bk - at ,

这里 E
( k)
K, L( y ) 是带有两个参数的 M it tag-Lef fler 函数:

E
( k)
K, L( y ) S dk

dy k
E K, L( y ) =

 E
]

j= 0

( j + k) !y
j

j ! #( Kj + Kk + L)
, ( k = 0, 1, 2, ,) (19)

因 此 式 ( 17) 的 右 边 可 以 视 为 卷 积

G4( t )* - A( t) 的拉普拉斯变换, 那么可以得到:

x ( t) = G4 ( t) * - A( t) =

 - Q
t

0
G4( t - S) A(S)dS (20)

显然式(20) 就是分数阶 Endo lymph 微分方程的

一般形式(3) 及初值条件(4) 的解析解.

2  分数阶Endolymph微分方程的预估-

校正方法

分数阶Endo lymph微分方程一般形式( 3) 及初值

条件( 4) 的精确解, 数值求解相当困难. 为此, 那么将

提出一种有效的求解分数阶 Endolymph 微分方程一

般形式( 3) ~ ( 4)的数值方法:分数阶预估-校正方法,

以便和上面解出的它的解析解作比较. 分数阶预估-

校正法求解一般的多项分数阶微分方程已经提出, 并

应用于求解分数阶的控制系统
[ 8]
. 下面将利用这种方

法来求解分数阶 Endolymph微分方程.

把分数阶 Endo lymph 微分方程( 3) 及初值条件

( 4) 化为一般的多项分数阶微分方程形式:

D
2
tx ( t ) + 0# D

C
tx ( t ) + aD tx ( t ) + bD

B
tx ( t) +

 cx ( t) = - A( t ) , 0 < t [ T (21)

及初值条件:

x (0) = x
( 0)
0 , xc(0) = x

( 1)
0 (22)

其中 0 < B< 1, 1 < C< 2.

为了方便把区间[ 0, T ] M 等分: t j = jS, j = 0, 1,

,, N , N h = T ,令 x 1( t) = x ( t) ,可以把方程( 26) 和初

值条件(27) 转化为如下形式的分数阶微分方程组:
c
0D

A
1t x 1 ( t) =

c
0D

B
tx 1( t ) = x 2( t )

c
0D

A
2
t x 2 ( t) =

c
0D

1- B
t x 2( t) = x 3( t)

c
0D

A
3t x 3 ( t) =

c
0D

A- 1
t x 3( t) = x 4( t)

c
0D

A
4
t x 1 ( t) =

c
0D

2- A
t x 4( t) = - A( t) -

 cx 1( t ) - bx 2( t ) - ax 3( t ) - 0# x 4( t )

(23)

和初值条件:

x 1(0) = x
( 1)
0 = x

( 0)
0 , x 2 (0) = 0, x 3(0) = x

( 1)
0 ,

x 4(0) = 0 (24)

易知分数阶微分方程(3) 及初值条件(4) 与分数阶微

分方程组(23) 及初值条件( 24) 是等价的
[ 9]
.

因此, 可直接得到了下面解分数阶微分方程组

(23) 及初值条件(24) 的数值解,分数阶预估公式:

x
P
i, k+ 1 = x

( i)
0 +

1
# Ai E

k

j = 0
b
A
i
j , k+ 1 x i+ 1, j , ( i = 1, 2, 3)

(25)

x
P
4, k+ 1 = x

( 4)
0 +

1
# A4 E

k

j= 0
b
A
4j , k+ 1 [- A( tj ) -

 cx 1, j - bx 2, j - ax 3, j - 0# x 4, j ] (26)

分数阶校正公式:

x i, k+ 1 = x
( i)
0 +

1
# Ai

( E
k

j = 0

a
A
ij , k+ 1 x i+ 1, j +

 aAik+ 1, k+ 1x
P
i+ 1, k+ 1) ,  ( i = 1, 2, 3) (27)

x 4, k+ 1 = x
( 4)
0 +  1

# A4
{ E

k

j = 0
a
A
4
j , k+ 1 [- A( tj ) -

 cx 1, j - bx 2, j - ax 3, j - 0# x 4, j ] +

 aA4k+ 1, k+ 1 [- A tk+ 1 - cx
P
1, k+ 1 - b# x

P
2, k+ 1 -

 a# x
p
3, j - 0# x

P
4, k+ 1 ] } (28)

这里:

b
A
i
j , k+ 1 =

h
A
i

Ai
k+ 1 - j

A
i - k- j

A
i (29)

a
A
ij , k+ 1 =

h
A
i

Ai Ai + 1

 

k
A
i
+ 1
- k- Ai k + 1 A

i ,  j = 0

k- j + 2
A
i
+ 1
+ k- j

A
i
+ 1
-

 2 k - j + 1
A
i
+ 1
,  1 [ j [ k

1,  j = k+ 1

(30)

由文献[ 9] ,可得出用分数阶预估- 校正方法解分

数阶 Endo lymph微分方程的误差阶:

max
0 [ j [ M, 1 [ i [ 4

x i ( tj ) - x i, j = o( h
q
) (31)

这里 q = 1+ min
1 [ i [ 4

Ai .

3  数值例子

这节中,介绍数值例子来说明这些方法的有效性.

考虑下列分数阶 Endolymph微分方程[ 1]
:
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 图 1  当 B=
1
2
,A( t) = 1时,分数阶 Endo lymph 微分方

程的解析解

 F ig . 1  When B=
1
2
,A( t) = 1, it show s the analytical

solution

 图 2  当 B=
1
2
,A( t) = 1时,分数阶 Endo lymph 微分方

程的数值解

 F ig . 2  When B= 1
2
,A( t) = 1, it show s the numerical

solution

D
2
tx ( t ) + 0. 2D tx ( t ) + 0. 2DB

tx ( t) +

 0. 5x ( t ) = - A (32)

和初值条件:

x (0) = 0, xc( 0) = 0 (33)

例1  取 B=
1
2
, A= 1.解析解和利用分数阶预估

- 校正法得到的数值解分别显示在图 1和图2的 x 1 .从

图1, 2可以看出, 数值解 x 1和解析解完全吻合.图2还

显示了解的 1
2
, 1, 3

2
阶导数的性态.

例2  取B=
1
2
, A= co st .解析解和利用分数阶预

 图 3 当B=
1
2
,A( t) = co st时, 分数阶Endo lymph 微分

方程的解析解

 Fig. 3 when B=
1
2
,A( t) = cost, it show s the analytical

so lution

 图 4 当B=
1
2
,A( t) = co st时, 分数阶Endo lymph 微分

方程的数值解

 Fig. 4 WhenB=
1
2
,A( t) = cost, it show s the numerical

solution

估- 校正法得到的数值解分别显示在图3和图4的 x 1 .

从图 3, 4可以看出,数值解 x 1 和解析解完全吻合.图4

还显示了解的 1
2
, 1, 3

2
阶导数的性态.

例 3  取 0 < B [ 1, A= 1. 利用分数阶预估- 校

正法得到的数值解 x 1显示在图5. 从图 5可以看出,数

值解 x 1 的解性态依赖于分数阶导数 B.
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 图5  A( t) = 1, B从0到 1变化时, 分数阶Endo lymph 微

分方程解的性态

 Fig . 5  It show s the so lution behaviour of the fractional

Endo lymph equation
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